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0 { Introduction
Soient X une surface algébrique projective lisse et rationnelle sur C et OX(1) un fibré en droites
très ample sur X. On supposera que K.OX(1) < 0, K désignant le fibré canonique sur X.
Pour tout faisceau algébrique cohérent G sur X, PG désigne le polynôme de Hilbert de G
relativement à OX(1). On dit qu’un faisceau algébrique cohérent E sur X est semi-stable (resp.





(resp. < ) pour m 0 .
Soit H un polynôme à coefficients rationnels. On peut définir la variété de modules MOX(1)(H)
des faisceaux semi-stables sur X de polynôme de Hilbert H relativement à OX(1) (cf. [9], [13]).
C’est une variété projective.
Le but principal de ce travail est d’étudier la factorialité des anneaux locaux des points de
MOX(1)(H). On généralisera pour cela des résultats et des méthodes de [7]. On n’obtient pas
de résultat complet comme dans le cas des courbes algébriques ([7]) ou de P2 ([5]), faute de
connaître des propriétés qui sont pourtant a priori plus élémentaires deMOX(1)(H), par exemple
quelles sont ses composantes irréductibles.
0.1 – Description de MOX(1)(H) (cf. [9], [13]). Si E est un faisceau semi-stable sur X, il
existe une filtration de Jordan-Hölder de E :
0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Ek = E
1
2 J.–M. DRÉZET






pour 1 ≤ i ≤ k .
Une telle filtration n’est pas nécessairement unique, mais la classe d’isomorphisme du gra-
dué l’est, Plus précisément, si 0 = E ′0 ⊂ E ′1 ⊂ · · · ⊂ E ′k′ = E est une autre filtration de
Jordan-Hölder de E, on a k′ = k et il existe une permutation σ de {1, . . . , k} telle que
E ′i/E
′
i−1 ' Eσ(i)/Eσ(i)−1 pour 1 ≤ i ≤ k. On notera Gr(E) la classe d’isomorphisme de⊕
1≤i≤k Ei/Ei−1. On dit que deux faisceaux semi-stables E, E
′ sur X sont S-équivalents si
Gr(E) = Gr(E ′). Les points fermés de MOX(1)(H) sont exactement les classes de S-équivalence
de faisceaux semi-stables sur X de polynôme de Hilbert H . L’ensemble des classes d’isomor-
phisme de faisceaux stables sur X de polynôme de Hilbert H est donc un sous-ensemble de
MOX(1)(H). En fait, c’est un ouvert, noté M sOX(1)(H).
Soit E un faisceau semi-stable sur X de polynôme de Hilbert H. On a alors
H(m) = r(P (µ+mOX(1))−∆) ,
avec
r = rg(E) , µ = µ(E) =
c1(E)
r










P étant le polynôme P (δ) =
δ(δ −K)
2
+ 1 , pour tout δ ∈ H2(X,Z)⊗Q. Fixer H revient
donc à fixer r, n = c1(E).OX(1) et χ = H(0).
Soit Γ l’ensemble des (c1, c2) ∈ H2(X,Z)× Z tels qu’un faisceau de rang r et de classes de
Chern c1, c2 ait pour polynôme de Hilbert H. AlorsMOX(1)(H) se décompose en union disjointe




MOX(1)(r, c1, c2) ,
les points fermés deMOX(1)(r, c1, c2) étant les classes de S-équivalence de faisceaux semi-stables
sur X, de rang r et de classes de Chern c1, c2. Il n’y a qu’un nombre fini de (c1, c2) ∈ Γ tels que
MOX(1)(r, c1, c2) soit non vide. Pour simplifier, on notera
M(r, c1, c2) = MOX(1)(r, c1, c2) , M
s(r, c1, c2) = M(r, c1, c2) ∩M sOX(1)(H) ,
bien que ces variétés dépendent de OX(1).
0.2 – Construction de M(r, c1, c2) et caractérisation des points factoriels. Pour
construire M(r, c1, c2) on part d’un ouvert Rss d’un schéma de Grothendieck (cf. §1.2) sur
lequel opère algébriquement un groupe du type PGL(p) = GL(p)/C∗. ll existe un bon quo-
tient Rss/PGL(p) qui est justement M(r, c1, c2). On note pi : Rss →M(r, c1, c2) le morphisme
quotient.
L’hypothèse K.OX(1) < 0 entraine que Rss est lisse ([13], §6). Il en découle que M(r, c1, c2)
est une variété normale. Le groupe PGL(p) agit librement sur Rs = pi−1(M(r, c1, c2)), et la
restriction de pi, Rs →M s(r, c1, c2) est un quotient géométrique. Il en découle que M s(r, c1, c2)
est lisse.
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On se placera toujours dans le cas où codimRss(Rss\Rs) ≥ 2 et où M s(r, c1, c2) est dense dans
M(r, c1, c2) (si tel n’est pas le cas on pourrait se limiter aux composantes de M(r, c1, c2) où ces
conditions sont vérifiées). Il en découle que M(r, c1, c2)\M s(r, c1, c2) est précisément l’ensemble
des points singuliers de M(r, c1, c2) (la démonstration est la même que pour les variétés de
modules de fibrés semi-stables sur les courbes algébriques ([17])).
Soit U un ouvert non vide deM(r, c1, c2). On appelle PGL(p)-fibré en droites sur pi−1(U) un fibré
en droites algébrique sur pi−1(U) muni d’une action linéaire algébrique de PGL(p) compatible
avec l’action de PGL(p) sur pi−1(U). On démontrera le
Théorème A : Soient z un point fermé de M(r, c1, c2), y un point de Rss au dessus de z tel
que l’orbite PGL(p)y soit fermée. Alors l’anneau local de z est factoriel si et seulement si pour
tout PGL(p)-fibré en droites L sur Rss, le stabilisateur de y agit trivialement sur Ly.
C’est une généralisation de la méthode de démonstration de la factorialité locale des variétés de
modules de fibrés semi-stables sur une courbe algébrique ([7]). Nous verrons aussi le lien entre
les PGL(p)-fibrés en droites sur Rss et le groupe de Picard du foncteur associé à M(r, c1, c2)
(cf. §1.4).
0.2.1 – Soit E un faisceau semi-stable dont la classe de S-équivalence est z. On peut écrire
Gr(E) = (E1 ⊗ Cn1)⊕ · · · ⊕ (Ek ⊗ Cnk) ,
les Ei étant des faisceaux stables deux à deux non isomorphes, Alors le stabilisateur de y dans
PGL(p) s’identifie à
Aut(Gr(E))/C∗ ' (GL(n1)× · · · ×GL(nk))/C∗ ,
et est donc parfaitement déterminé.
Pour 1 ≤ i ≤ k, soient
ri = rg(Ei) , c1i = c1(Ei) , c2i = c2(Ei) .




M(ri, c1i, c2i) −→M(r, c1, c2)
associant à (z1, . . . , zk), zi étant la classe de S-équivalence de Fi, celle de








Soient z, z′ ∈M(r, c1, c2), avec z ∈ α(U), U étant une composante irréductible de∏
1≤i≤k
M(ri, c1i, c2i). Alors on introduit une relation de préordre sur M(r, c1, c2) : z ≥ z′ si et
seulement si z′ ∈ α(U). On démontrera le
Théorème B : Soient z, z′ des points fermés de M(r, c1, c2), avec z ≥ z′. Alors si Oz′ est
factoriel, il en est de même de Oz.
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En particulier, l’ensemble des points factoriels de M(r, c1, c2) est ouvert.
0.3 – Exemples de points non factoriels. Soit z ∈M(r, c1, c2), correspondant à un faisceau







pour 1 ≤ i ≤ k (dans H2(X,Q))


















pour 1 ≤ i ≤ k .
Théorème C : L’anneau local d’un point de type 2 de M(r, c1, c2) n’est pas factoriel.
Pour démontrer ce résultat on utilise le théorème A et les exemples de PGL(p)-fibrés en droites
sur Rss construits ci dessous.
0.4 – Groupe de Grothendieck de X et PGL(p)-fibrés en droites sur Rss. Sur Rss ×X
existe un faisceau universel E, (cf. §1.2) tel que le morphisme quotient pi : Rss →M(r, c1, c2)
associe à y la classe de S-équivalence de Ey. Ce faisceau E est muni d’une action de GL(p) au
dessus de l’action de PGL(p) sur Rss. L’action d’un élément t de C∗ ⊂ GL(p) est simplement
la multiplication par t.
Si Y est une variété algébrique, on noteK(Y ) le groupe de Grothendieck des faisceaux cohérents
sur Y , isomorphe au groupe de Grothendieck des faisceaux localement libres sur Y si Y est lisse
et quasi-projective. Si E est un faisceau cohérent sur Y , on note [E] la classe de E dans K(Y ).
Soient pX , pR les projections de Rss ×X sur X et Rss respectivement. Soient E un faisceau
cohérent de rang r et de classes de Chern c1, c2, et m le morphisme de groupes
K(X) // Z
α  // χ([E]⊗ α).
Ce morphisme ne dépend que de r, c1, c2. On pose H(r, c1, c2) = ker(m). Soit α ∈ K(X). Alors
on définit successivement les éléments
[E]⊗ p∗X(α) de K(Rss ×X),






Le fibré Lα est muni d’une action naturelle de GL(p) telle que l’action d’un élément t de C∗
soit la multiplication par tm(α). Si m(α) = 0, Lα est donc un PGL(p)-fibré en droites sur
Rss. Si U est un ouvert non vide de M(r, c1, c2), on note PicG(pi−1(U)) le groupe des classes
d’isomorphisme de PGL(p)-fibrés en droites sur pi−1(U). On a donc un morphisme de groupes
L : H(r, c1, c2) −→ PicG(Rss) .
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On dit qu’un PGL(p)-fibré en droites L sur pi−1(U) descend à U s’il existe un fibré en droites L′
sur U tel que les PGL(p)-fibrés en droites pi∗(L′) et L soient isomorphes. Pour qu’il en soit ainsi,
il faut et il suffit que pour tout y ∈ pi−1(U) tel que l’orbite PGL(p)y soit fermée, le stabilisateur
de y agisse trivialement sur Ly (c’est une conséquence du “Lemme de descente”, thm. 2.3 de [7]).
C’est évidemment toujours le cas si U = M s(r, c1, c2). On en déduit un morphisme de groupes
γ : H(r, c1, c2) −→ Pic(M s(r, c1, c2)) .
La démonstration du théorème C est basée sur le fait que si z est un point de type 2, il existe
des éléments de l’image de γ qui ne se prolongent pas en fibrés en droites définis au voisinage
de z.
Je conjecture que le morphisme γ est surjectif. On sait que c’est vrai si X = P2 ([5], thms. D
et E).
0.5 – Points factorlels de M(r, c1, c2)
Conjecture 1 : Les anneaux locaux des points de type 1 sont factoriels.
Deux méthodes sont a priori possibles pour démontrer cette conjecture. La première consiste à
prouver la conjecture de 0.4 (concernant Pic(M s(r, c1, c2))). Le résultat découlant alors du fait
que tout PGL(p)-fibré en droites sur Rss venant de H(r, c1, c2) descend à l’ouvert deM(r, c1, c2)
constitué des points de type 1.
L’autre méthode consiste à utiliser les théorèmes A et B. Il suffit en effet de montrer que si
z est un point de type 1, il existe un point z′ tel que z ≥ z′ et que z′ soit la classe de S-
équivalence d’un faisceau du type F ′ = E ′ ⊗ Cn, avec E ′ stable. L’anneau Oz′ est factoriel
d’après le théorème A, car Aut(F ′)/C∗ est isomorphe à PGL(n), et n’a pas de caractère non
trivial. Donc Oz est aussi factoriel d’après le théorème B.
Examinons ce que signifie l’existence d’un tel z′. Supposons que z soit la classe de S-équivalence
d’un faisceau semi-stable de la forme
E = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek , k ≥ 2 ,






= µ , pour 1 ≤ i ≤ k .
Il existe alors des entiers ni ≥ 1, χ0, r0, et un élément c10 de H2(X,Z) tels que pour 1 ≤ i ≤ k
on ait
c1(Ei) = nic10 , rg(Ei) = nir0 , χ(Ei) = niχ0 .
Alors
c20 = r0P (µ)− χ0 + r0(r0 − 1)
2
µ2
est un entier (c’est la seconde classe de Chern d’un faisceau F tel que rg(F ) = r0, c1(F ) = c10,
χ(F ) = χ0). Il est aisé de voir que l’existence de z′ sera démontrée si on prouve les deux
assertions suivantes :
(i) M s(r0, c10, c20) est non vide.
(ii) Pour 1 ≤ i ≤ k, M(rg(Ei), c1(Ei), c2(Ei)) est irréductible.
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L’assertion (ii) connait un début de démonstration (Ballico [1]).
L’assertion (i) est un cas particulier de la conjecture suivante, inspirée de ce qui se passe sur
P2 ([6],[3]) :
Conjecture 2 : Il existe une unique fonction δ : H2(X,Z)⊗Q −→ Q (dépendant de OX(1))













on ait dim(M s(r, c1, c2) > 0 si et seulement si ∆ ≥ δ(r, c1, c2).























donc si la conjecture 2 est vraie, on a
dim(M s(r, c1, c2)) > 0 =⇒ dim(M s(r0, c10, c20)) > 0 .
Pour résumer, on peut dire que la démonstration de la conjecture 1 par la seconde méthode
passe par la découverte des conditions d’existence des faisceaux semi-stables de rang et classes
de Chern donnés, et par la preuve de l’irréductibilité de ces variétés.
0.6 – Faisceaux universels. Dans ce qui précède, certains points de M(r, c1, c2) jouent un
rôle particulier dans la démonstration de la factorialité des anneaux locaux des points de type
1. Ce sont les points associés aux faisceaux du type E ⊗ Cn, E étant stable, et n ≥ 2. De tels
points seront dits spéciaux. Ce sont des points de type 1.
On suppose dans ce qui suit que M(r, c1, c2) est irréductible.
Soit U un ouvert non vide de M s(r, c1, c2). Un faisceau de Poincaré sur U est un faisceau
cohérent E sur U ×X, plat sur U , et tel que pour tout point fermé z de U , Ez = E|{z}×X soit
stable et que sa classe d’isomorphisme soit précisément z.
Soit χ = r(P (µ)−∆) (la caractéristique d’Euler-Poincaré des faisceaux de rang r et de classes
de Chern c1, c2). On note a le plus grand entier tel que c1 soit divisible par a dans H2(X,Z) si
c1 6= 0, et si c1 = 0 on prend a = 0. Soit d = PGCD(r, a, χ).
Théorème D : Soit U un ouvert non vide de M s(r, c1, c2).
(1) Si M(r, c1, c2) contient un point spécial, alors il n’existe pas de faisceau de Poincaré sur U .
(2) Si d = 1, alors il existe un faisceau de Poincaré sur U .
On voit aisément que si la conjecture 2 est vraie, et si d 6= 1, alors M(r, c1, c2) contient un
point spécial. Si cette conjecture est prouvée on sait donc quels sont les cas ou un faisceau de
Poincaré existe.
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On remarquera qu’il est possible que d = 1 et M(r, c1, c2) 6= M s(r, c1, c2) (on peut trouver des
exemples sur P1 × P1. Même dans ce cas il existe un faisceau de Poincaré sur M s(r, c1, c2). Le
théorème D permet de retrouver le résultat de Le Potier ([12], th. 1 et 2) concernant les familles
universelles de fibrés stables de rang 2 sur P2.
0.7 – Le cas X = P1 × P1, r = 2, c1 = 0. Dans ce cas, on verra que siM(2, 0, c2) est non vide,
on a c2 ≥ 2, et la condition codimM(r,c1,c2)(M(r, c1, c2)\M s(r, c1, c2)) ≥ 2 équivaut à c2 > 2.
Les variétés M(2, 0, c2) sont irréductibles.
Soient p1, p2 les projections P1 × P1 → P1. Alors Pic(P1 × P1) est constitué des fibrés de la
forme
p∗1(OP1(α))⊗ p∗2(OP1(β)) = O(α, β) .
Le fibré O(α, β) est très ample si et seulement si α > 0 et β > O. Posons OX(1) = O(α, β).
On peut supposer que α et β sont premiers entre eux.
Pour tout nombre réel x, on note [x] la partie entière de x. On suppose que c2 > 2. Alors
M(r, c1, c2) 6= M s(r, c1, c2) si et seulement si c2 est pair. Dans ce cas M(r, c1, c2)\M s(r, c1, c2)
comporte m+ 1 composantes connexes irréductibles Z0, . . . , Zm, avec
m =
[




La composante Zk est constituée des classes de S-équivalence des faisceaux de la forme
IY (kα,−kβ)⊕ IY ′(−kα, kβ) ,
ou Y , Y ′ sont des sous-schémas de dimension 0 de P1 × P1, de longueurs respectives l(Y ), łl(Y’),




− k2αβ + k(α− β) , l(Y ′) = c2
2
− k2αβ + k(β − α) .
Les points de type 1 sont ceux deM s(2, 0, c2) ∪ Z0. Les points de type 2 sont ceux de Z1 ∪ · · ·Zk.
On a
dim(Zk) = 2(c2 − 2k2αβ) .
On verra que la conjecture 1 de 0.5 est vraie pourM(2, 0, c2). Autrement dit, les points factoriels
de M(2, 0, c2) sont exactement les points de type 1.
Remarque : Si α = β = 1, et si z est le point de M(2, 0, 2) correspondant à
O(−1, 1)⊕O(1,−1), alors Oz n’est pas factoriel. Cet exemple de point non factoriel, dû à
J. Le Potier, a motivé le présent article.
0.8 – Complétés des anneaux locaux des point de M(r, c1, c2). On ne suppose plus ici que
X = P1 × P1. Soit z un point singulier de M(r, c1, c2). Ce point est la classe de S-équivalence
d’un faisceau du type
E = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek ,
avec k ≥ 2, les Ei étant stables. Sur Ext1(E,E) agit le groupe réductif Aut(E). Il existe un
bon quotient Ext1(E,E)/Aut(E) = N . Soit x l’image de 0 dans N . Comme dans [4], §9, on
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montre que le complété de l’anneau local Oz est isomorphe à celui de ON,x. Ceci montre qu’il
n’est pas possible en général de décider de la factorialité de Oz en examinant seulement son
complété.
Par exemple, supposons que X = P1 × P1, OX(1) = O(1, 1). Considérons l’action de C∗ × C∗
















et soient N = C10/(C∗ × C∗), x l’image de 0 dans N . Soient z0 un point général de la compo-
sante Z0 de M(2, 0, 6), z1 un point de la composante Z1 de M(2, 0, 4). Alors on a
Ôz0 ' ÔN×C12,(x,0) , Ôz1 ' ÔN×C4,(x,0) ,
Cependant, Oz0 est factoriel, alors que Oz1 ne l’est pas.
Notations. Si X1, . . . , Xp sont des ensembles, on notera pXi la projection X1 × · · · ×Xp → Xi.
Si f : S ′ → S est un morphisme de variétés algébriques, et F un faisceau cohérent sur S ×X,
on posera
f#(F ) = (f × Id)∗(F ) .
Si E est un faisceau cohérent sur une variété algébrique projective Y , on notera
H i(E) = H i(Y,E) , hi(E) = dimC(H
i(Y,E)) pour tout entier i .
Soit m un entier ≥ 1 . On notera mE le faisceau E ⊕ · · · ⊕ E, somme directe de m copies de
E.
1. Préliminaires
1.1 – Variétés de modules de faisceaux semi-stables. Soit T une variété algébrique. Une
famille de faisceaux de M(r, c1, c2) paramétrée par T est un faisceau cohérent E sur T ×X,
plat sur T , tel que pour tout point fermé t de T , Et = E|{t}×X soit semi-stable, de rang r et
de classes de Chern c1, c2. Deux telles familles E, E ′ sont dites équivalentes s’il existe un fibré
en droites L sur T et un isomorphisme E ′ ' E ⊗ p∗T (L).
On note F (r, c1, c2) le foncteur
Variétés algébriques −→ Ensembles
associant à T l’ensemble des classes d’équivalence de familles de faisceaux de M(r, c1, c2) para-
métrées par T . Si f : T ′ → T est un morphisme de variétés algébriques, et si E est une famille
de faisceaux de M(r, c1, c2) paramétrée par T , l’image par F (r, c1, c2)(f) de la classe de E est
celle de f#(E). Il existe un morphisme canonique de foncteurs
Ψ : F (r, c1, c2) −→ Hom(•,M(r, c1, c2)) .
À toute famille E de faisceaux de M(r, c1, c2) paramétrée par T on associe donc un morphisme
de variétés
fE : T −→M(r, c1, c2) ,
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associant au point fermé t de T la classe de S-équivalence de Et.
La variétéM(r, c1, c2) est caractérisée par la propriété suivante : siM est une variété algébrique
et
Ψ′ : F (r, c1, c2) −→ Hom(•,M)
un morphisme de foncteurs, il existe un unique morphisme
f : M(r, c1, c2) −→M
tel que Ψ′ = Hom(•, f) ◦Ψ.
1.2 – Construction de M(r, c1, c2). Il existe un entier m0 tel que pour tout entier m ≥ m0, et
tout faisceau semi-stable E sur X de rang r et de classes de Chern c1, c2, E(m) = E ⊗OX(m)
soit engendré par ses sections, et hi(E(m)) = 0 pour i > 0. Fixons un m ≥ m0. On pose
p = h0(E(m)) = χ(E(m)), qui ne dépend pas du choix de E. On rappelle que H désigne le
polynôme de Hilbert de E. Soit
R = QuotH(OX(−m)⊗ Cp) .
C’est la variété projective représentant le foncteur
Ψ0 : Variétés algébriques −→ Ensembles
associant à T l’ensemble des classes d’isomorphisme de morphismes surjectifs de faisceaux sur
T ×X
p∗X(OX(−m))⊗ Cp −→ E ,
où E est plat sur T , et pour tout point fermé t de T , Et a pour polynôme de Hilbert H
relativement à OX(1) (deux tels morphismes
f : p∗X(OX(−m))⊗ Cp −→ E et f ′ : p∗X(OX(−m))⊗ Cp −→ E ′
sont isomorphes s’il existe un isomorphisme φ : E → E ′ tel qu’on ait f ′ = φ ◦ f). Il existe un
morphisme universel surjectif
Θ : p∗X(OX(−m))⊗ Cp −→ E
sur R×X (cf. [10]). On note Rss (resp. Rs) l’ouvert des points y de R tels que
Θy : OX(−m)⊗ Cp −→ Ey
induise un isomorphisme Cp ' H0(Ey(m)), et que Ey soit semi-stable (resp. stable), de rang r
et de classes de Chern c1, c2.
La condition K.OX(1) < 0 entraine que Rss est lisse (cf. [13], §6). De la restriction de E
à Rss ×X, qui est une famille de faisceaux de M(r, c1, c2) paramétrée par Rss, on déduit un
morphisme
pi = fE : R
ss −→M(r, c1, c2) .
Le groupe PGL(p) agit de façon naturelle sur Rss. Explicitons cette action. Les points fermés
de Rss sont exactement les classes d’équivalence de morphismes surjectifs
φ : OX(−m)⊗ Cp −→ E ,
E étant un faisceau semi-stable de rang r et de classes de Chern c1, c2 sur X, φ indui-
sant un isomorphisme Cp ' H0(E(m)). Deux tels morphismes φ : OX(−m)⊗ Cp → E et
φ′ : OX(−m)⊗ Cp −→ E ′ sont équivalents s’il existe un isomorphisme σ : E → E ′ tel que
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// OX(−m)⊗ Cp φ // E .
Il est clair que si g est une homothétie, on a gy = y. On obtient donc une action de PGL(p)
sur Rss.
On montre que si m est assez grand, pi est un bon quotient de Rss par PGL(p), tandis que la
restriction de pi : Rs →M s(r, c1, c2) est un quotient géométrique (cf. [13]).
Le stabilisateur d’un point fermé y de Rss dans GL(p) s’identifie naturellement au groupe des
automorphismes de Ey.
1.3 – Descente de fibrés vectoriels. On rappelle ici le “lemme de descente” ([7], thm. 2.3).
Soit Y une variété algébrique intègre sur laquelle opère algébriquement un groupe algébrique
réductif G. On suppose qu’il existe un bon quotient pi : Y →M (cf. [16],[18]). Si E est un
G-fibré vectoriel sur Y , on dit que E descend à M s’il existe un fibré vectoriel E ′ sur Y tel que
les G-fibrés E et pi∗(E ′) soient isomorphes.
Théorème 1.1 (Lemme de descente) : Soit E un G-fibré vectoriel sur Y . Alors E descend à
M si et seulement si pour tout point fermé y de Y tel que Gy soit fermée, le stabilisateur de y
dans G agit trivialement sur Ey.
1.4 – Groupe de Picard de F (r, c1, c2) et PGL(p)-fibrés en droites sur Rss. Les défini-
tions données ici sont analogues à celles de [7], §3. On pourrait en fait les étendre à un cadre
plus général. On ne donnera pas les démonstrations des énoncés qui vont suivre car elles sont
identiques à celles des énoncés analogues de [7], §3.
Définition 1. Un fibré en droites L sur F (r, c1, c2) est défini par la donnée de
(i) Pour toute famille E de faisceaux deM(r, c1, c2) paramétrée par une variété lisse S, d’un
fibré en droites LE sur S, ne dépendant que de la classe d’équivalence de E.
(ii) Pour tout morphisme f : S ′ → S de variétés lisses, d’un isomorphisme
αLE(f) : Lf#(E) −→ f ∗(LE)
ne dépendant que de la classe d’équivalence de E, tel que si g : S ′′ → S ′ est un autre
morphisme de variétés lisses on ait
αLE(f ◦ g) = g∗(αLE(f)) ◦ αLf#(E)(g) .
Définition 2. Soient L, L′ des fibrés en droites sur F (r, c1, c2). Un isomorphisme L ' L′ est
la donnée, pour toute famille E de faisceaux de M(r, c1, c2) paramétrée par une variété lisse S,
d’un isomorphisme
σE : LE −→ L′E
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ne dépendant que de la classe d’équivalence de E, tel que si f : S ′ → S est un morphisme de




−1 ◦ f ∗(σE) ◦ αLE(f) .
Définition 3. Les classes d’isomorphisme de fibrés en droites sur F (r, c1, c2) constituent
de façon évidente un groupe commutatif, appelé groupe de Picard de F (r, c1, c2) et noté
Pic(F (r, c1, c2)).





pour toute famille E de faisceaux de M(r, c1, c2) paramétrée par une variété lisse, les αLE(f)
étant définis de manière évidente. On obtient ainsi un morphisme de groupes
i : Pic(M(r, c1, c2)) −→ Pic(F (r, c1, c2)) .
Définition 4. On dit qu’un élément de Pic(F (r, c1, c2)) provient de M(r, c1, c2) s’il est dans
l’image de i.
Soit L un fibré en droites sur F (r, c1, c2). Alors le fibré LE sur Rss est muni d’une action de
PGL(p). Elle est définie par un isomorphisme
η∗(p∗Rss(LE)) ' p∗Rss(LE) ,
η étant le morphisme
Rss × PGL(p) // Rss × PGL(p)
(y, g)  // (gy, g).
Cet isomorphisme provient du fait que les familles p∗Rss(LE) et η∗(p∗Rss(LE)) de faisceaux de
M(r, c1, c2) paramétrées par Rss × PGL(p) sont équivalentes (lemme 3.1 de [7], on utilise ici
les hypothèses que M s(r, c1, c2) est dense dans M(r, c1, c2) et que son complémentaire est de
codimension au moins 2). On obtient donc un morphisme de groupes
Pic(F (r, c1, c2)) −→ PicG(Rss) .
Lemme 1.2 : Le morphisme de groupes
Pic(F (r, c1, c2)) // Pic
G(Rs)
L  // LE|Rs
est injectif.
(Prop. 3.3 et cor. 3.4 de [7].)
Remarquons que le morphisme d’oubli PicG(Rs)→ Pic(Rs) est aussi injectif (cela découle du
fait que PGL(p) n’a pas de caractère non trivial).
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Lemme 1.3 : Soit L un fibré en droites sur F (r, c1, c2). Alors L provient de M(r, c1, c2)
si et seulement si LE descend à M(r, c1, c2). Dans ce cas, si L0 est l’unique élément de
Pic(M(r, c1, c2)) tel que pi∗(L0) ' L, on a L = i(L0).
(Cor. 3.5 de [7].)
1.5 – Groupe de Grothendieck de X. D’après Fulton ([8], 15.3.6), on a une filtration de
K(X) :
O = F 3X ⊂ F 2X ⊂ F 1X ⊂ F 0X = K(X) ,
telle qu’on ait des isomorphismes
rang : F 0X/F 1X −→ A0(X) ,
det : F 1X/F 2X −→ A1(X) = Pic(X) ,
c2 : F
2X/F 1X −→ A2(X) .
Puisque A0(X), A1(X) et A2(X) sont sans torsion, on a donc un isomorphisme K(X) ' A∗(X).
Cela signifie qu’un élément de K(X) est entièrement déterminé par ses rang et classes de Chern,
et que tout triplet (r, c1, c2) dans Z× A1(X)× Z peut s’écrire (r, c1, c2) = (rg(α), c1(α), c2(α))
pour un α ∈ K(X).
1.6 – Exemples fondamentaux d’éléments de Pic(F (r, c1, c2)). Rappelons que H(r, c1, c2)
désigne le sous-groupe de K(X) constitué des α tels que χ(α⊗ [E]) = 0 pour un, et donc
tous les faisceaux cohérents E de rang r et de classes de Chern c1, c2 sur X. Cela signifie, si
R = rg(α), βi = ci(α) pour i = 1, 2, que
Rc21 −RKc1 + rβ21 − rKβ1 + 2c1β1 + 2rR− 2rβ2 − 2Rc2 = 0 .
Soit α ∈ H(r, c1, c2). On va en déduire un élément γ(α) de Pic(F (r, c1, c2)). Si S est une variété
algébrique lisse, et E une famille de faisceaux de M(r, c1, c2) paramétrée par S, on aura
γ(α)E = det(pS!([E]⊗ p∗X(α))) .
Ce fibré ne dépend que de la classe d’équivalence de E : si L est un fibré en droites sur S, on a
γ(α)E⊗p∗X(L) = γ(α)E ⊗ Lχ([Es]⊗α) ,
s étant un point quelconque de S. Puisque χ([Es]⊗ α) = 0, on a γ(α)E⊗p∗X(L) = γ(α)E.
On ne peut pas déduire de α un fibré en droites sur F (r, c1, c2). Pour en obtenir un, on considère








det(pS!(E ⊗ p∗X(Fi))ni .
Les αLE(f) sont définis de manière évidente, et il est aisé de voir que si on choisit une représenta-
tion différente de α, on obtient un fibré en droites sur F (r, c1, c2) isomorphe à L. Par définition,
γ(α) est la classe d’isomorphisme de L.
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1.7 – Étude de GL(p)-fibrés en droites sur Rss. Considérons le foncteur
F ′ : Variétés algébriques lisses −→ Ensembles
associant à S l’ensemble des classes d’isomorphisme de familles de faisceaux de M(r, c1, c2)
paramétrées par S (alors que F (r, c1, c2)(S) est l’ensemble des classes d’équivalence de telles
familles). On définit comme pour F (r, c1, c2) le groupe de Picard Pic(F ′) de F ′, qui contient
Pic(F (r, c1, c2)). On définit comme dans 1.6 des morphismes de groupes
K(X)





(Rss) désignant le groupe des classes d’isomorphisme de GL(p)-fibrés en droites sur Rss.
Pour tout α ∈ K(X) et toute famille E de faisceaux de M(r, c1, c2) paramétrée par une variété
lisse S, on a
γ′(α)E = det(pS!([E]⊗ p∗X(α))) .
Le GL(p)-fibré en droites associé à α est donc
L(α) = det(pRss!(E⊗ p∗X(α))) .
Pour tout t ∈ C∗, l’action de t sur une fibre de L(α) est la multiplication par tm(α) (cf. 0.4).
Nous aurons besoin de savoir quels sont les m(α) possibles. On reprend les notations de 0.6 et
0.4.
Lemme 1.4 : L’image du morphisme m : K(X)→ Z est le saur-groupe Zd.
Démonstration. On peut supposer que H2(X,Z) est de la forme
H2(X,Z) ' H ⊕ ZE1 ⊕ · · · ⊕ ZEk ,
avec
E2i = −1 , Ei.H = 0 pour 1 ≤ i ≤ k ,
Ei.Ej = 0 pour 1 ≤ i < j ≤ k ,
H étant le H2 d’une surface rationnelle minimale.
Soient r′, χ′ des entiers, c′1 ∈ H2(X,Z). Alors, si α′ ∈ K(X) est de rang r′, et si c1(α) = c′1,
χ(α) = χ′, on a d’après le théorème de Riemann-Roch m(α) = r′χ+ r(χ′ − r′) + c1c′1 . Sup-
posons que
c1 = f + b1E1 + · · ·+ bkEk , c′1 = f ′ + b′1E1 + · · ·+ b′kEk ,
avec f, f ′ ∈ H, bi, b′i entiers. Alors
m(α) = r′χ+ r(χ′ − r′) + f.f ′ − b1b′1 − · · · − bkb′k .
En considérant les différents cas possibles pour H, on voit aisément que les valeurs prises par
m sont les multiples de d.
Ceci démontre le lemme 1.4. 




2. Caractérisation des points factoriels
2.1 – Démonstration des théorèmes A et B. On démontrera plus loin le
Lemme 2.1 : Soient z, z′ des points fermés de M(r, c1, c2), avec z ≥ z′. Soient y, y′ des
points de Rss au dessus de z, z′ respectivement, tels que les orbites PGL(p)y et PGL(p)y′ soient
fermées. On note Gy, Gy′ les stabilisateurs de y, y′. Soit L un PGL(p)-fibré en droites sur Rss.
Alors, si Gy′ agit trivialement sur Ly′, Gy agit aussi trivialement sur Ly.
Il est clair que le théorème A entraine le théorème B, compte tenu du lemme 2.1. Démon-
trons le théorème A. Rappelons qu’on se place sous l’hypothèse où M s(r, c1, c2) est dense dans
M(r, c1, c2) et où la codimension du complémentaire est au moins 2.
D’après [15], p. 141, Oz est factoriel si et seulement si pour toute hypersurface Y deM(r, c1, c2),
le faisceau d’idéaux IY de Y est libre en z. On va d’abord démontrer que les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) Oz est factoriel.
(ii) Pour tout fibré en droites L0 sur M s(r, c1, c2), il existe un ouvert U de M(r, c1, c2)
contenant M s(r, c1, c2) et z, tel que L0 se prolonge en un fibré en droites sur U .
Supposons que (i) soit vérifiée. Démontrons (ii). On peut se limiter au cas où L0 = IY , Y étant
une hypersurface de M s(r, c1, c2). L’extension de L0 est alors IY ∩U , Y désignant l’adhérence de
Y dans M(r, c1, c2) et U l’ouvert de M(r, c1, c2) où IY est localement libre.
Réciproquement, supposons (ii) vérifiée. Soit Y une hypersurface deM(r, c1, c2). Il faut montrer
que IY est libre en z. On applique (ii) à
L0 = IY ∩Ms(r,c1,c2) .
On note L0 l’extension de L0 à U . Le fibré L0 correspond à un diviseur D de U : L0 = OU(D).
Donc
L0 = OMs(r,c1,c2)(D ∩M s(r, c1, c2)) .
Les diviseurs Y ∩M s(r, c1, c2) et −D ∩M s(r, c1, c2) de M s(r, c1, c2) sont donc linéairement
équivalents. Puisque M s(r, c1, c2) est dense dans U , que le complémentaire est de codimension
au moins 2, et queM(r, c1, c2) est normale, on a Y ∩ U ≡ −D. Donc L0 = IY |U , et IY est libre
en z. L’équivalence de (i) et (ii) est donc prouvée.
On va maintenant montrer que (ii) est équivalente à
(iii) Pour tout PGL(p)-fibré en droites L sur Rss, le stabilisateur de y agit trivialément sur
Ly.
Le théorème A sera alors démontré.
Supposons (ii) vérifiée, et soit L un PGL(p)-fibré en droites sur Rss. Alors L|Rs descend à
M s(r, c1, c2). Soit F = (L|Rs)/PGL(p). D’après (ii), F se prolonge en un fibré en droites sur
U , voisinage de z contenantM s(r, c1, c2). Le PGL(p)-fibré en droites pi∗(F ) sur pi−1(U) coıncide
avec L sur Rs, donc aussi sur pi−1(U). Puisque z ∈ U , le stabilisateur de y agit trivialement sur
Ly.
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Réciproquement, supposons (iii) vraie. Soit L0 un fibré en droites surM s(r, c1, c2). Alors pi∗(L0)
est un PGL(p)-fibré en droites sur Rs. D’après le lemme 1.4, ce fibré se prolonge en un PGL(p)-
fibré en droites L sur Rss. Soit Z l’ensemble des points w de Rss tels que PGL(p)w soit fermée,
et que le stabilisateur de w agisse trivialement sur Lw. Montrons que pi(Z) est un ouvert de
M(r, c1, c2). Si z0 ∈ pi(Z), alors d’après le lemme 2.1, pi(Z) contient aussi tous les points z′ ≥ z0.
Il suffit donc de démontrer le
Lemme 2.2 : Soit z0 un point fermé de M(r, c1, c2). Alors l’ensemble des points fermés z1 de
M(r, c1, c2) tels que z1 ≥ z0 est un ouvert de M(r, c1, c2).
Démonstration. On utilise les notations de 0.2.1. Soit Z0 ⊂M(r, c1, z2) l’ensemble des
z ∈M(r, c1, c2) qui ne sont pas ≥ z0. Si z ∈ Z0, d’après 0.2.1, Z contient une sous-variété fermée
du type α(U) contenant Z0. Comme ces sous-veriétés sont en nombre fini, Z0 est fermé. Ceci
prouve le lemme 2.2. 
On pose U = pi−1(pi(Z)). C’est un ouvert de Rss, contenant y. D’après le lemme de descente
(thm. 1.1), L|U descend à pi(Z), c’est à dire qu’il existe un fibré en droites L′ sur pi(Z) et un
PGL(p)-isomorphisme L|U ' pi∗(L′). L’ouvert pi(Z) est un voisinage de z contenantM s(r, c1, c2)
et L′ est l’extension cherchée de L0. Ceci prouve (iii).
Ceci achève la démonstration du théorème A.
2.2 – Démonstration du lemme 2.1. Elle s’inspire de celle de la proposition 4.1 de [7].
Comme dans [7], l’orbite PGL(p)y est fermée si et seulement si Ey est isomorphe à son gradué.
On peut donc écrire
Ey = m1E1 ⊕ · · · ⊕mkEk ,
les Ei étant des faisceaux stables, non isomorphes deux à deux, les mi des entiers ≥ 1. Le
stabilisateur de y dans GL(p) s’identifie à




GL(m1)× · · · ×GL(mk)
)
/C∗ .
L’action de Gy sur Ly est de la forme
G× Ly // Ly
(g, u)  // λ(g)u,
λ étant un caractère de Gy.
Il est clair que dans la démonstration du lemme 2.1 on peut remplacer y′ par n’importe quel
point de son orbite. La condition z′ ≤ z signifie qu’on peut écrire
Ey′ ' m1E ′1 ⊕ · · · ⊕mkE ′k ,
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où pour 1 ≤ i ≤ k, E ′i est un faisceau semi-stable dont la classe de S-équivalence est dans la
variété de modules contenant la classe d’isomorphisme de Ei, et même dans la même compo-







obtenu en composant les isomorphismes⊕
1≤i≤k








envoie H0(Ei(m))⊗ Cmi sur H0(E ′i(m))⊗ Cmi pour 1 ≤ i ≤ k, et que l’isomorphisme induit
H0(Ei(m))⊗ Cmi ' H0(E ′i(m))⊗ Cmi
est de la forme σi ⊗ Id, σi étant un isomorphisme H0(Ei(m)) ' H0(E ′i(m)). Il suffit de prouver
le
Lemme 2.3 : Il existe une variété algébrique intègre R0, et un morphisme φ : R0 → Rss tels
que :
(i) L’image de φ contient y et y′.
(ii) Pour tout point y0 de l’image de φ, le stabilisateur Gy0 de y0 contient Gy.
En effet, supposons le lemme 2.3 démontré. Alors les propriétés (i) et (ii) sont encore vérifiées
si on remplace l’image de φ par son adhérence S qui est une sous-variété irréductible de Rss
sur laquelle Gy agit trivialement. L’action de Gy sur L|S s’écrit
Gy × L|S // L|S
(g, u)  // λα(u)(g)u,
où α : L|S → S est la projection, et pour tout s ∈ S, λs est un caractère de Gy.
Montrons que pour tout s ∈ S, on a λs = λ. Soit g ∈ Gy. En prenant des trivialisations locales
de L|S, on voit que
Gy × L|S // C∗
(g, u)  // λα(u)(g)
est un morphisme. Puisque le groupe des caractères de Gy est dénombrable, pour tout g ∈ Gy,
le morphisme
L|S // C∗
u  // λα(u)(g)
prend une quantité dénombrable de valeurs, donc est constant. Le caractère λs ne dépend donc
pas du point s de S. Donc λs = λy = λ.
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On a Gy ⊂ Gy′ , et Gy′ agit trivialement sur Ly′ , donc Gy aussi. D’où λy′ = 1, donc λ = 1, ce
qui prouve le lemme 2.1. ll reste à démontrer le lemme 2.3.




où F est une famille de faisceaux deM(r, c1, c2) paramétrée par R0, tel qu’en tout point fermé x
de R0, θ′x induise un isomorphisme Cp → H0(Fx((m)). La condition (ii) équivaut à la suivante :












(g étant un élément de GL(p) au desus de g).
On considère, pour 1 ≤ i ≤ k, le schéma de Grothendieck Rssi correspondant à Ei,
θi : p
∗
X(OX(−m))⊗ Cpi −→ Ei
le morphisme surjectif universel sur Rssi ×X. On note Wi la composante irréductible de Rssi
contenant un point x tel que Eix ' Ei. La condition z ≥ z′ implique que Wi contient un point
x′ tel que Eix′ ' E ′i.





obtenu en prenant le composé
Cp










On prend maintenant R0 = W1 × · · · ×Wk, et θ′ est le composé
















Il est immédiat que la condition (i) est satisfaite. Vérifions (ii). Cela découle du diagramme
commutatif suivant, pour tout g = (g1, . . . , gk) ∈ GL(m1)× . . .×GL(mk)



























Ceci achève la démonstration du lemme 2.1.
3. Non-factorialité des points de type 2
On démontre ici le théorème C. On a défini dans 1.6 un morphisme de groupes
γ : H(r, c1, c2) −→ PicG(Rss) .





les Fi étant des fibrés vectoriels sur X, et les ni des entiers. Soit y ∈ Rss. Soit G′y le stabilisateur
de y dans GL(p), Gy = G′y/C∗ son stabilisateur dans PGL(p). On sait que G′y sidentifie à









Supposons que PGL(p)y soit fermée et que pi(y) = z soit de type 2. Pour démontrer le théorème
C, il suffit de prouver qu’il existe un α dans H(r, c1, c2) tel que l’action de Aut(Ey) sur L ne
soit pas triviale. On peut écrire
Ey = m1E1 ⊕ · · · ⊕mkEk ,
les Ei étant des faisceaux stables non isomorphes deux à deux, les mi des entiers ≥ 1. On a
alors G′y ' GL(m1)× · · ·GL(mk). L’action de G′y sur γ(α)y = L est définie par le caractère
λ : GL(m1)× · · ·GL(mk) // C∗






Il suffit donc de montrer qu’il existe un α dans H(r, c1, c2) et un i tels que χ([Ei]⊗ α) 6= 0.
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Puisque z est de type 2, il existe un i tel que µ(Ei) 6= c1
r
. Il reste à montrer que les formes
linéaires sur K(X)
φ1 : α −→ χ([Ei]⊗ α) , φ2 : α −→ χ([Ey]⊗ α)
ne sont pas proportionnelles. Supposons le contraire. Il existe alors des entiers a, b non tous







r0 = rg(a[Ey]− b[Ei]),
x0 = c1(a[Ey]− b[Ei]),





R(x20 −Kx0 + 2r0 − 2y0) + r0X2 + (2x0 − r0K)X − 2r0Y = 0 ,
pour tous entiers R, Y et tout X ∈ A1(X). On en déduit déjà que r0 = 0 (le coefficient de
l’unique terme contenant Y est nul). On a donc
R(x20 −Kx0 + 2y0) + 2x0X = 0 .
Puisque la forme d’intersection sur A1(X) est non dégénérée, on a x0 = 0. Donc y0 = 0. Fina-
lement on obtient d’après 1.5
a[Ey]− b[Ei] = 0 .
Mais ceci entraine µ(Ei) =
c1
r
, contrairement à l’hypothèse. Donc φ1 et φ2 ne sont pas propor-
tionnelles,
Ceci achève la démonstration du théorème C.
4. Faisceaux universels
On démontre ici le théorème D. On reprend les notations de 0.6. La démonstration de (1) est
exactement la même que celle du théorème G de [7]. On se contentera de l’esquisser. On montre
d’abord comme dans l’article cité qu’il existe un faisceau de Poincaré sur U si et seulement
si il en existe un sur M s(r, c1, c2) (rappelons qu’ici M(r, c1, c2) est supposée irréductible). On
considère l’action de GL(p) sur E. Pour tout y ∈ Rss et tout t ∈ C∗ ⊂ GL(p), l’action de t
sur Ey est la multiplication par t. Il en découle que l’existence d’un faisceau de Poincaré sur
M s(r, c1, c2) équivaut à celle d’un GL(p)-fibré en droites L sur Rs tel que pour tout y ∈ Rs et
tout t ∈ C∗, l’action de t sur Ly soit la multiplication par t. En effet, si un tel L existe, on prend
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pour faisceau de Poincaré sur M s(r, c1, c2) le faisceau (E ⊗ L−1)/PGL(p), et réciproquement,
si F est un faisceau de Poincaré sur M s(r, c1, c2), on prend L = pRs∗(Hom(pi∗(F ),E)).
Soit L′ un GL(p)-fibré en droites sur Rss. Il existe alors un entier k tel que pour tout y ∈ Rss
et tout t ∈ C∗, l’action de t sur L′y soit la multiplication par tk. On note alors e(L′) = k.
Soit L un GL(p)-fibré en droites sur Rs. D’aprés le lemme 1.5, on peut prolonger L en un
GL(p)-fibré en droites L sur Rss. Pour démontrer (1), il suffit de prouver l’assertion suivante :
pour tout GL(p)-fibré en droites L′ sur Rss, on a e(L′) 6= 1.
Pour cela, on considère un point fermé y de Rss tel que PGL(p)y soit fermée et que pi(y) soit
spécial. Alors on a Ey ' nE, avec n > 1 et E stable. Donc le stabilisateur de y dans GL(p)
s’identifie à GL(n). L’action de GL(n) sur Ly est de la forme
GL(n)× Ly // Ly
(g, u)  // det(g)qu
avec q entier. Il en découle que e(L′) = qn, et ne peut donc pas être égal à 1. Ceci prouve (1).
Démontrons maintenant (2). On a défini dans 1.7 un morphisme de groupes
L : K(X)→ PicG′(Rss). On avu dans 1.7 que pour tout α ∈ K(X) on a e(L(α)) = m(α).
D’après le lemme 1.4, sous les hypothèses de (2) il existe un α ∈ K(X) tel que m(α) = 1. On
a donc e(L(α)) = 1, ce qui entraine comme on l’a vu l’existence d’un faisceau de Poincaré sur
M s(r, c1, c2).
Ceci achève la démonstration du théorème D.
5. Étude d’un cas particulier
On s’intéresse au cas suivant : X = P1 × P1, r = 2, c1 = 0. Supposons que OX(1) = O(α, β),
α et β étant deux entiers positifs premiers entre eux. On a K = O(−2,−2), donc
K.OX(1) = −2(α + β) < 0.
Soit E un faisceau semi-stable sur X, de rang 2 et de classes de Chern 0, c2. D’après [13], lemma
2.4, si c2 ≤ 0, on a E ' 2O. On supposera donc que c2 > 0. La semi-stabilité de E entraine
que h0(E) = 0. Puisque K.OX(1) < 0, on a aussi
h2(E) = dim(Hom(E,K)) = 0 ,
donc χ(E) ≤ 0. La formule de Riemann-Roch donne χ(E) = 2− c2. On a donc c2 ≥ 2.
5.1 – Monades. Ce qui suit servira essentiellement à prouver l’irréductibilité de M(2, 0, c2).
On note p1, p2 les projections X ×X → X. Si E, F sont des faisceaux cohérents sur X, on
notera
E  F = p∗1(E)⊗ p∗2(F ) .
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Soit ∆ la diagonale de X ×X. On a alors une résolution de O∆ :
0 −→ O(−1,−1)O(−1,−1) u−→
 O(−1, 0)O(−1, 0)⊕
O(0,−1)O(0,−1)
 v−→ O −→ O∆ −→ 0 .
Pour définir cette résolution, posons P1 = P(D) (droites de D), D étant un C-espace vectoriel
de dimension 2. On fixe un isomorphisme ∧2D ' C. On définit v et u par
v(x,y),(x′,y′)(X ⊗X ′ + Y ⊗ Y ′) = X ∧X ′ + Y ∧ Y ′
u(x,y),(x′,y′)(X ⊗ Y ⊗X ′ ⊗ Y ′) = (Y ∧ Y ′)X ⊗X ′ − (X ∧X ′)Y ⊗ Y ′,
pour tous points (x, y), (x′, y′) de P1 × P1, et tous X, Y , X ′, Y ′ dans x, y, x′, y′ respectivement
(vus comme des droites de D).
Il est aisé de vérifier qu’on obtient ainsi une résolution de O∆. On en déduit comme dans le cas
de P2 une “suite spectrale de Beilinson” sur P1 × P1 (cf. [2]) :
Proposition 5.1 : Soit E un faisceau cohérent sur P1 × P1. Alors il existe une suite spectrale
Ep,qr de faisceaux cohérents sur P1 × P1, convergeant vers E en degré 0, vers 0 en tout autre





H i(E(−1, 0))⊗O(−1.0))⊕ (H i(E(0,−1))⊗O(0− 1)),
E0,i1 = H
i(E)⊗O,
pour i = 0, 1, 2.
Corollaire 5.2 : Soit E un faisceau cohérent sur P1 × P1, tel que
h0(E) = h2(E(−1,−1)) = 0 .
Alors il existe un complexe
H1(E(−1,−1))⊗O(−1,−1) A−→
 H1(E(−1, 0))⊗O(−1, 0)⊕
H1(E(0,−1))⊗O(0,−1)
 B−→ H1(E)⊗O
avec A injectif (comme morphisme de faisceaux), B surjectif, tel que ker(B)/ im(A) ' E.
Un tel complexe s’appelle une monade (cf. [11]). On va utiliser le résultat précédent pour étudier
M(2, 0, c2) de la même façon que les monades sur P2 sont utilisées dans [6].
Soit E un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Chern 0, c2 = n ≥ 2. D’après le
théorème de Riemann-Roch, on a
χ(E(−1,−1)) = χ(E(−1, 0)) = χ(E(0,−1)) = −n ,
donc E est isomorphe à la oohomologie d’une monade du type
O(−1,−1)⊗ Cn A−→ (O(−1, 0)⊕O(0,−1))⊗ Cn B−→ O ⊗ Cn−2 ,
avec A injectif comme morphisme de faisceaux et B surjectif. Soit M la variété algébrique
de tous les complexes de ce type. Si (A,B) en est un, on notera F(A,B) = ker(B)/ im(A). On
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montre que si Ext2(F(A,B), F(A,B)) = 0, alorsM est lisse au point (A,B) (cf. [6], prop. (2.6)).
SoitMss l’ouvert deM des points (A,B) tels que F(A,B) soit semi-stable. C’est un ouvert lisse
deM, car par dualité de Serre on a
Ext2(F(A,B), F(A,B)) ' Hom(F(A,B), F(A,B) ⊗K) = 0 ,
par semi-stabilité de F(A,B). SurMss ×X, existe une monade universelle, dont la cohomologie
est évidemment notée F . C’est donc une famille de faisceaux de M(2, 0, c2) paramétrée par
Mss.




de telle sorte que le morphisme canonique
fF :Mss −→M(2, 0, c2)
soit un bon quotient deMss par G (cf. [6], prop. (2.6)). La variétéMss est équidimensionnelle,
et on a dim(Mss) = 4c2 − 3 + dim(G).
5.2 – Faisceaux semi-stables non stables. Soit E un faisceau semi-stable non stable, de
rang 2 et de classes de Chern 0, c2. On a une filtration de Jordan-Hölder 0 ⊂ F ⊂ E, avec
rg(F ) = 1, c1(F ).O(α, β) = 0 et χ(F ) = 1− c2
2
. En particulier c2 doit être pair pour qu’il
existe de tels E. On supposera toujours que c2 est pair dans la suite.
Le faisceau F est de la forme F = IY (a, b), Y étant un sous-schéma fini de P1 × P1, a, b, des
entiers. La condition c1(F ).(α, β) = 0 implique que a et b sont de la forme
a = kα , b = −kβ ,
avec k entier. On a une suite exacte
0 −→ IY (a, b) −→ O(a, b) −→ OY −→ 0 ,
d’où
χ(IY (a, b)) = χ(O(a, b))− l(Y ) = (1 + kα)(1− kβ)− l(Y ) .
Mais χ(IY (a, b)) = 1− c2
2
, donc
l(Y ) = −k2αβ + k(α− β) + c2
2
.
On montre de même que E/F ' IY ′(−kα, kβ), où Y ′ est un sous-schéma fini de P1 × P1 de
longueur
l(Y ′) = −k2αβ + k(β − α) + c2
2
.
Les conditions l(Y ) ≥ 0, l(Y ′) ≥ 0 sont équivalentes à |k| ≤ m, avec
m =
[
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Pour tout entier c ≥ 0, on note Hilbc(X) le schéma de Hilbert des sous-schémas finis de longueur
c de X . C’est une variété algébrique lisse et irréductible de dimension 2c. Pour tout entier k
tel que 0 ≤ k ≤ m, on pose
ck = −k2αβ + k(α− β) + c2
2
, dk = −k2αβ + k(β − α) + c2
2
,
et on considère le morphisme
Φk : Hilb
ck(X)× Hilbdk(X) // M(2, 0, c2)
(Y, Y ′)  // [IY (kα,−kβ)⊕ IY ′(−kα, kβ)].
L’image Zk de Φk est une sous-variété fermée de M(2, 0, c2) de dimension
2(ck + dk) = 2(c2 − 2k2αβ). Les Zk sont disjointes deux à deux et on a
M(2, 0, c2)\M s(2, 0, c2) = Z0 ∪ Z1 ∪ · · · ∪ Zm .
La composante Z0 est du même type que ce qu’on observe sur P2. Mais dès que
c2 ≥ 2(αβ + |α− β|), d’autres composantes apparaissent.
5.3 – Irréductibilité de M(2, 0, c2)
Proposition 5.3 : La variété M(2, 0, c2) est irréductible.
Démonstration. Soit M0s l’ouvert de M s(2, 0, c2) constitué des faisceaux localement libres,
D’après Ballico ([1]), M0s est irréductible. Il suffit donc de montrer que M0s est dense dans
M(2, 0, c2). SoitM0 l’ouvert deMss constitué des points (A,B) tels que F(A,B) soit localement
libre, M0 l’image deM0 dans M(2, 0, c2), qui contient M0s. AlorsM0 est dense dansMss : la
démonstration est la même que celle de la proposition (2.8) de [6]. C’est ici que les monades
sont utiles. On utilise aussi le fait que pour tout faisceau semi-stable E sur P1 × P1, et tout
point x de P1 × P1, on a Ext2(E,E ⊗ Ix) = 0, ce qui est immédiat par dualité de Serre et
semi-stabilité de E.
Donc M0 est dense dans M(2, 0, c2). Il reste donc à prouver que M0s est dense dans M0.
Soit E un fibré vectoriel sur P1 × P1, dont la classe de S-équivalence est un point de M0\M0s.
Supposons qu’il soit dans une composante Zk de M(2, 0, c2)\M s(2, 0, c2). Alors il existe des
sous-schémas finis Y , Y ′ de P1 × P1, et une suite exacte
0 −→ IY (k′α,−k′β) −→ E −→ IY ′(−k′α, k′β) −→ 0 ,
avec k′ = k ou −k. On a donc
IY (k
′α,−k′β) ⊂ O(k′α,−k′β) = IY (k′α,−k′β)∗∗ ⊂ E∗∗ = E ,
donc
OY ' O(k′α,−k′β)/IY (k′α,−k′β) ⊂ E/IY (k′α,−k′β) ' IY ′(−k′α, k′β) .
Ceci entraine que Y = ∅. Par conséquent k 6= 0, sinon l(Y ) = c2
2
, et donc IY (k′α,−k′β) n’est




′α,−k′β), IY ′(−k′α, k′β))− 1 ,
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e2 = dim(Ext
1(IY ′(−k′α, k′β), IY (k′α,−k′β))− 1 .
Alors un calcul aisé montre qu’on a, puisque IY (k′α,−k′β) n’est pas isomorphe à IY ′(−k′α, k′β),
e1 + e2 + dim(Zk) = 4c2 − 4.
Soit pi0 :Mss →M(2, 0, c2) le morphisme quotient. Alors pour tout
(A,B) ∈ pi−10 (Zk ∩ (M0\M0s)), F(A,B) s’écrit comme extension de IY ′(−k′α, k′β) par
IY (k
′α,−k′β). Il en découle aisément que
dim
(
pi−10 (Zk ∩ (M0\M0s))
) ≤ sup(e1, e2) + dim(Zk) + dim(G)
≤ e1 + e2 + dim(Zk) + dim(G)
< 4c2 − 3 + dim(G) = dim(Mss).
Par conséquent dim(pi−10 (M0\M0s)) < dim(Mss), ce qui prouve que M0s est dense dans M0.
Ceci achève la démonstration de la proposition 5.3. 
5.4 – Points non factoriels de M(2, 0, c2). Les anneaux locaux des points des composantes
Z1, . . . , Zm ne sont pas factoriels, car ces points sont de type 2. Les anneaux locaux des points
de Z0 sont factoriels, car les assertions (i) et (ii) de 0.5 sont vraies :
(i) est triviale,
(ii) équivaut à l’irréductibilité des schémas de Hilbert de points de P1 × P1.
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que les anneaux locaux des points de type 1 de M(r, c1, c2) sont factoriels (conjecture 1 de 0.5).
L’article
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surface rationnelle. Revue Roumaine de math. pures et appl. 36 (1991), 635-645.
contient d’autres résultats qui sont donnés ci-dessous.
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6 { Points factoriels d'un quotient
Soit Z une variété algébrique irréductible lisse sur C sur laquelle opère algébriquement un
groupe algébrique réductif G. On suppose qu’il existe un bon quotient pi : Z →M (au sens un
Mumford [16]). La variété M est normale mais non lisse en général. On se propose d’étudier la
factorialité des anneaux locaux des points fermés de M . On se placera dans le cas suivant : il
existe un ouvert G-invariant Z0 de Z tel que
codimZ(Z\Z0) ≥ 2 , pi−1(pi(Z0)) = Z0 ,
que la restriction de pi, Z0 → pi(Z0) soit un quotient géométrique et que G agisse librement sur
Z0. L’ouvert pi(Z0) est alors lisse.
L’étude de la factorialité des anneaux locaux des points fermés de M se réduit à celle des
G-fibrés on droites algébriques sur Z. On a en effet le
Théorème 6.1 : Soient x un point fermé de M , z ∈ Z tel que pi(z) = x et que l’orbite Gz soit
fermée. Alors Ox est factoriel si et seulement si pour tout G-fibré en droites L sur Z, l’action
du stabilisateur Gz de z sur Lz est triviale.
Ceci généralise le théorème A. Il est facile de voir que le groupe des classes d’isomorphisme de
G-fibrés en droites sur Z s’identifie naturellement à Pic(pi(Z0)).
Démonstration. L’anneau Ox est factoriel si et seulement si pour toute hypersurface Y du M ,
le faisceau d’idéaux IY de Y est libre en x. On en déduit l’équivalence des conditions suivantes :
(i) Ox est factoriel.
(ii) Pour tout fibré en droites L0 sur pi(Z0), il existe un ouvert U de M contenant pi(Z0) et
x, tel que L0 se prolonge en un fibré en droites sur U .
Montrons que (ii) équivaut à
(iii) Pour tout G-fibré en droites L sur Z, Gy agit trivialement sur Ly.
Supposons (ii) vérifiée et soit L un G-fibré en droites sur Z. Alors L|Z0 descend à pi(Z0). Soit
∆ = (L|Z0)/G. D’après (ii), ∆ se prolonge en un fibré en droites ∆ sur U , voisinage de x
contenant pi(Z0). Le G-fibré en droites pi∗(∆) sur pi−1(U) coıncide avec L sur Z0, donc aussi sur
pi−1(U), puisque codimZ(Z\Z0) ≥ 2. Puisque x ∈ U , Gy agit trivialement sur Ly. Ceci prouve
(iii).
Réciproquement, supposons (ii) vraie. Soit L0 un fibré en droites sur pi(Z0). Alorx pi∗(L0) est
un G-fibré en droites sur Z0, qui peut se prolonger en un G-fibré en droites sur Z (cf. lemme
5.2 de [7]). Soit U l’ouvert de M constitué des points x′ tels qu’il existe un point y′ de pi−1(x′)
tel que Gy′ soit fermée et que Gy′ agisse trivialement sur Ly′ . Cet ouvert contient x. D’après le
lemme de descente, L|pi−1(U) descend à U , c’est-à-dire qu’il existe un fibré en droites L′ sur U
et un G-isomorphisme
L|pi−1(U) ' pi∗(L′) .
L’ouvert U est un voisinage de x contenant pi(Z0) et L′ est l’extension voulue de L0. Ceci prouve
(ii).
Ceci achève la démonstration du théorème 6.1. 
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sur W = L(Cm ⊗ Cq,Cn). On en déduit une action de SL(m)× SL(n) sur l’espace projectif
P = P(W ) des droites de W . Cette action se prolonge en une action linéaire de G sur OP(1).
On obtient ainsi une linéarisation de l’action de G sur P. Soient Pss (resp. Ps) l’ouvert des
points semi-stables (resp. stables) de P, W ss (resp. W s) l’ouvert des points de W au dessus
de Pss (resp. Ps). D’après [3], prop. 15, une application linéaire τ : Cm ⊗ Cq → Cn est un
point de W ss (resp. W s) si est seulement si pour tous sous-espaces vectoriels H0, H1 de Cm,






On dit alors que τ est semi-stable (resp. stable). Il existe un bon quotient par G,
pi : W ss −→ N(q,m, n) .
La variété N(q,m, n) est projective et normale. Les groupe G agit librement sur W s, et la
restriction de pi
W s −→ pi(W s) = Ns(q,m, n)
est un quotient géométrique. On montre dans [3] que sim et n ne sont pas premiers entre eux, et
si N(q,m, n) n’est pas de dimension 5, alors N(q,m, n) n’est pas lisse, et l’ouvert de ses points
lisses est exactement Ns(q,m, n). On a de plus codimN(q,m,n)(N(q,m, n)\Ns(q,m, n)) ≥ 2 (les
cas où N(q,m, n) est de dimension 5 sont parfaitement connus, et dans ce cas N(q,m, n) est
isomorphe à P5).
Soit τ : Cm ⊗ Cq → Cn une application linéaire semi-stable. Alors il existe une filtration de
Jordan-Hölder de τ , c’est à dire des filtrations
{0} = H00 ⊂ H10 ⊂ · · · ⊂ Hk0 = Cm ,
{0} = H01 ⊂ H11 ⊂ · · · ⊂ Hk1 = Cn ,
telles que
τ(H i0 ⊗ Cq) ⊂ H i1 pour 1 ≤ i ≤ k ,
que l’application induite par τ , (H i0/H
i−1







L’orbite Gτ est fermée dans W ss si et seulement si τ est scindée, c’est à dire qu’on peut trouver
une filtration de Jordan-Hölder telle qu’il existe des sous-espaces vectoriels Ki0, Ki1 de H i0, H i1
respectivement, pour 1 ≤ i ≤ k, tels que
H ij = K
i
j ⊕H i−1j pour j = 0, 1 et τ(Ki0 ⊗ Cq) ⊂ Ki1 .
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Autrement dit, relativement à des bases convenables de Cm, Cn, τ correspond à une matrice








chaque Mi représentant la restriction de τ , Ki0 ⊗ Cq → Ki1.
Posons pij = dim(Kij), pour 1 ≤ i ≤ k, j = 0, 1. Le stabilisateur Gτ de τ dans G est l’ensemble








 pour j = 0, 1 ,
où pour tout entier positif p, Ip désigne la matrice identité p× p, les λi étant des scalaires non
nuls.
Soit L un G-fibré en droites sur W ss. Puisque Pic(W ss) = 0 et que le groupe des caractères de
G est dénombrable, L est le fibré trivialW ss × C, muni de l’action de G définie par un caractère
λ de G :
G× (W ss × C) // W ss × C
(g, (z, t))  // (gz, λ(g)t) .
Le caractère λ est de la forme(
GL(m)×GL(n))/C∗ // C∗
C∗(g1, g2)  // det(g1)a det(g2)b ,
a et b étant des entiers tels que am+ bn = 0.








1 ≤ i ≤ k. On en déduit avec le théorème 6.1 la
Proposition 6.2 : La variété N(q,m, n) est localement factorielle.
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